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Abstract：Zernike polynomials, characterized by their orthogonality and rotational symmetry, hold fundamental significance in transforming complex optical wavefronts into analytically tractable mathematical mode, thereby establishing a theoretical framework for optical system design, error diagnosis, and real-time control. This paper systematically investigates the applications and description of Zernike polynomials in optical systems, encompassing wavefront aberration characterization, surface fitting, wavefront reconstruction, optical image processing, and ophthalmic optics. Finally, grounded in practical implementation challenges, the study critically addresses existing limitations in current applications and proposes future development trajectories for Zernike polynomial-based methodologies.
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0 引言
[bookmark: OLE_LINK7]在高精度成像、光束控制等光学系统中，波前的精确描述与校正是保证系统性能的核心环节。光学系统的表现不仅受到光学元件设计及制造质量的制约，还会受到光波在传播过程中的畸变影响。为了有效描述与分析这类波前畸变，Zernike多项式作为一种经典的数学工具，在光学建模与像差研究中得到了广泛应用。
Zernike多项式能够将复杂波前误差分解为一系列具备明确物理意义的基函数，从而简洁、高效地描述波前形态。其在透镜、显微镜、望远镜以及激光系统等复杂光学系统中，不仅可用于表示各类像差，还可实现对波前畸变的精确建模。基于Zernike多项式的波前拟合与重构技术，为系统性能评估、设计优化以及实时校正提供了理论依据，并推动了自适应光学与波前传感技术的发展。
本文系统分析Zernike多项式在波前像差表示、波面拟合与波前重构等方面的主要应用，展望其在未来复杂光学系统中的发展方向与改进潜力。

1  Zernike多项式的特点
在光学系统中，光学系统中的曲面表征是描述光学元件（透镜、反射镜）等表面几何形状的关键技术，直接影响光学系统的成像质量、制造精度和检测方法，常见的有Q型多项式、Zernike多项式、XY多项式、径向基函数、NURBS函数等多种描述方法，如表1所示。
表1 不同曲面表征方式优劣点对比
	曲面表征函数与方法
	优势
	缺点

	[bookmark: OLE_LINK15]Zernike多项式
	每个Zernike项的系数可以独立求解，避免了耦合误差；直接对应光学系统的经典像差类型
	难以精确表征局部表面缺陷；高阶Zernike项对微小表面误差较为敏感

	Q型多项式
	通过调整正交化权重，更精确地拟合边缘区域的高阶像差
	数学推导和计算复杂度远高于Zernike多项式

	XY多项式
	允许对曲面局部区域进行精细化调整; 提供高效的优化算法和公差分析模块
	在定义域内不满足正交性，不同项之间存在相关性; 高阶项拟合时，设计矩阵易出现病态

	径向基函数
	无需划分复杂网格，适用于不规则几何域；直接基于离散点构建方程，减少预处理时间
	数据分布不均匀时，边缘或稀疏区域的预测可能产生非物理振荡

	NURBS函数
	局部表征能力强，构造灵活
	非正交，构造复杂


与其它曲面表征函数相比，Zernike多项式主要应用于波前，并且提供了更高的精度和灵活性，其具有以下几个特点[1]：
1）Zernike正交基组在单位圆域上具有正交完备性。对于具有圆形光学孔径的系统，可将其归一化为单位圆进行分析。基函数的正交特性保证了各阶模式系数之间的解耦关系，有利于消除偶然因素的干扰。
2）Zernike基函数具有旋转对称性，在光学波前重构领域表现出良好的级数收敛特性。
3）Zernike多项式与初级光学像差之间可建立一定的对应关系。将Zernike多项式与Seidel像差函数结合使用，可以更高效地分析光学系统中的像差。
4）在拟合光学组件热弹性变形后的面形时，Zernike多项式具有拟合误差小、物理意义明确等优点，同时能够兼容Zemax等光学设计软件，因此成为连接结构分析与光学分析程序的理想接口工具。
[bookmark: _Hlk172664886]
2 Zernike多项式在光学系统中的应用 
Zernike多项式是一组在单位圆上正交的多项式，可用于定量分析离焦、像散、彗差等像差类型。其正交特性使各阶像差相互独立，便于在自适应光学中实时校正畸变、优化成像质量。该多项式还广泛应用于自由曲面表征、眼科诊断（如角膜地形图）等领域，用于高精度光学面形检测与像差评估。
2.1 Zernike多项式表示波前像差
在光学系统中，像差通常由透镜、反射镜、光学窗口等光学元件引起，会影响光束质量、聚焦能力及辐射强度分布，导致光束发散、模糊或形成不均匀光斑，从而降低系统效率与性能。波前像差按其来源可分为系统固有偏差与环境扰动畸变两类，其中系统固有像差根据波前曲面的空间分布特性又可细分为以下3种：球差、彗差和像散。
目前描述光学像差（球差、彗差、像散）的方法主要有3种：几何光学描述法、波动光学描述法和Zernike多项式描述法。不同方法各有优劣，如表2所示。Zernike多项式在单位圆域内正交，保证了展开系数的唯一性，降低了计算复杂度与误差。其低阶多项式可直接对应经典像差，便于物理理解。
表2 不同光学像差描述方式优劣性对比
	描述方式
	优点
	缺点

	几何光学
	简单直观，无需复杂计算
	描述高阶像差时误差较大

	波动光学
	能够精确描述波前像差
	计算难度大，概念抽象

	Zernike多项式
	适用于圆形或者环形孔径，具有正交性
	高阶项对局部像差描述误差较大


将光学系统中的波前像差有效分解为一组Zernike多项式基矢，能够准确描述各类像差，精确量化各阶像差对系统性能的影响，进而根据具体像差类型采取针对性补偿措施，使光学系统保持良好性能。各多项式对应的像差表达式如表3~表5所示[2]。其中，n为径向多项式的阶次，m为方位角频率，n和m均为非负整数，且满足n-m≥0以及n-m为偶数；j为从 1 开始排序的模序数。Zernike多项式由特定的阶数n和方位角频率m共同确定[3]。
2.1.1 球差
球差Zernike表达式如表3所示，球差主要由轴上物点发出的光束从不同入射点穿过球面透镜引起。此时，透镜边缘光线与近轴光线聚焦点不重合，分布于光轴不同位置，在像面上形成圆形弥散斑。球差仅与孔径相关，属于轴对称像差，会导致中心视场和边缘视场的成像质量下降。
[bookmark: OLE_LINK13]表3 球差Zernike表达式
	j
	n
	m
	

	像差

	4
	2
	0
	

	离焦

	11
	4
	0
	

	初阶球差

	22
	6
	0
	

	二阶球差

	37
	8
	0
	

	三阶球差


[bookmark: OLE_LINK9]2.1.2 慧差
慧差Zernike表达式如表4所示，彗差是由于轴外物点发出的锥形光束经光学系统后，无法在理想像面完美成像所致。通常表现为偏离光轴的光线（尤其是远轴光线）聚焦位置不一致，形成类似彗星状带尾光斑。彗差会严重影响大视场、大孔径系统的边缘成像质量。
表4 慧差Zernike表达式
	j
	n
	m
	

	像差

	7
	3
	1
	

	初阶y慧差

	8
	3
	1
	

	初阶x慧差

	16
	5
	1
	

	二阶x慧差

	17
	5
	1
	

	二阶y慧差


2.1.3 像散
像散Zernike表达式如表5所示，像散是因光束经光学元件后产生方向性分离所致。主光线在系统中传播时，其横向与纵向分量在光轴不同位置分别聚焦，形成子午焦线和弧矢焦线，造成子午与弧矢方向的光斑直径不一致。尽管每个物点可获得清晰像点，但整个像面不处于同一平面，而是位于一回转曲面，导致图像在不同方向上的清晰度不均。
表5 像散Zernike表达式
	j
	n
	m
	

	像差

	5
	2
	2
	

	45˚一阶像散

	6
	2
	2
	

	0˚一阶像散

	12
	4
	2
	

	0˚二阶像散

	13
	4
	2
	

	45˚二阶像散


[bookmark: OLE_LINK8]2.2 Zernike多项式进行波面拟合 
在光学系统分析中，波面拟合通过选取一组相互独立的基函数来逼近离散的波前像差数据。该方法旨在利用连续函数表征光学系统的波前误差分布。Zernike多项式因其在单位圆上的正交性和旋转对称性，成为工程实践中广泛采用的基函数。
为尽可能减少负面因素对拟合精度的影响，确保结果的准确性，采用Zernike多项式进行波面拟合时应遵循以下原则[1]：
1）在干涉波面拟合过程中，适当增加采样点数量并优化Zernike多项式的阶次选择，能够有效提升拟合精度，在保持各阶系数独立性的同时增强拟合稳定性。
2）在采样点数量固定的情况下，增加Zernike模式阶次可以提高波面拟合精度，但需满足模式阶数不超过干涉条纹总数的约束条件。
3）采样密度并非决定拟合效果的唯一关键因素。在有限采样条件下，通过合理配置Zernike多项式阶次，仍可实现高精度的波面解析；而过量的采样数据可能因噪声累积，反而降低重构算法的稳定性。
4）当Zernike模式阶次与干涉条纹数量相当时，虽能维持较高的相位重构准确度，但面形误差可能呈现畸变。此时，基于Zernike展开的平面度评估方法会面临模式混叠效应，导致面形检测的置信度降低。
5）在干涉测量中，若Zernike模式阶次超过光瞳区域条纹密度的阈值，将引发相位重构波动并导致面形评估偏差。因此，在波前解析算法中，需使模式阶次与实际条纹特征相匹配，Zernike展开阶次不应超过实际条纹数。
利用Zernike多项式高效地拟合光学系统的波前误差并分析像差分布，再将其与最小二乘拟合、正则化方法等优化算法相结合，可显著提升波面拟合的精度和稳定性。
近年来，相关研究取得了诸多进展：赵齐等人[4]提出了一种构造非圆域Zernike正交基底函数的新方法，解决了非圆域波面拟合中Zernike多项式失去正交特性及拟合系数交叉耦合的问题；张艺蓝等人[5]利用琼斯表示法，研究了基于条纹Zernike多项式的离轴自由曲面光学系统偏振像差解析方法，通过建立反射式自由曲面光学架构的偏振像差数学模型，重点分析了低阶系数项对离轴视场偏振像差空间分布的影响；赖欣等人[6]提出了一种基于Zernike多项式拟合的自适应包裹卡尔曼滤波相位解缠算法，用于分析波前像差，该算法无需依据干涉图调整不同观测噪声，而是利用预测值和量测值自适应地调整量测噪声协方差矩阵；KIM Y[7]针对硬件不完善的问题，基于Zernike多项式展开的像差分析技术，通过物面扫描定位最佳焦平面后，将聚焦光强分布数据映射为多项式系数空间，有效分离并量化了光学系统中的各类像差成分；YANG D等人[8]提出了一种适用于非圆形瞳孔的模态波前重建方法，该方法利用Schwarz-Christoffel映射将非圆形波前共形转换为圆盘形域，使得转换后的圆形波面能够由Zernike圆多项式进行拟合；FU Y等人[9]提出了极坐标系下基于Zernike偏导多项式的波面重建方法，通过提取前36项Zernike多项式在极坐标下的切向与径向偏导数以构建格拉姆矩阵方程，从耦合混叠的梯度数据中解耦出线性无关的Zernike复原系数。
2.3 大气湍流与波前重构
2.3.1 模拟大气湍流引起的波前畸变
光在大气中传播时，会受到湍流影响，出现光强波动、光束漂移、扩展和角度起伏等现象，导致到达目标的光功率密度下降，从而影响强光对远程目标的作用效果。因此，研究光在湍流大气中的传输特性并进行仿真分析尤为重要。仿真分析的关键问题之一在于模拟大气湍流对光学系统的影响，特别是模拟由大气湍流引起的相位畸变，即相位屏。
对于局部均匀各向同性湍流，在高雷诺数且尺度足够小的条件下，均匀湍流的平衡状态可基于以下3个假设[10]：
1）各向同性假设：小尺度湍流在统计特征上呈现各方向均匀性。
2）能量耗散主导的普遍性：小尺度湍流运动的统计特性由能耗率ε和粘性系数ν共同决定。
3）大尺度统计独立性：大尺度湍流运动的统计特性具有由能量耗散率唯一决定的普适形式，且与动力粘度ν无关。
满足上述假设的理想湍流称为Kolmogorov湍流。Kolmogorov湍流引起的波前畸变可通过正交化手段，在圆形区域内利用Zernike多项式序列进行有效分解与表达。该过程通常借助Zernike模式间的统计相关性，并基于Karhunen-Loève函数（K-L函数）展开实现，一般流程如下[11]：
1）Zernike多项式阶次选择与协方差计算：首先根据应用需求确定待模拟的Zernike模式的最高阶次，随后基于统计学原理建立对应阶次Zernike基函数间的协方差矩阵C，该矩阵用于量化各阶像差模式之间的相关性特征。
2）协方差矩阵特征分解与谱解析：基于矩阵谱分解理论，对协方差矩阵C进行正交分解，得到C=VSVᵀ。其中，S为包含特征值（表征各模式能量分布）的对角矩阵，V为由标准正交特征向量构成的酉矩阵，其列向量对应Karhunen-Loève展开的基函数系数。此分解过程将原始相关变量转换为统计无关的独立模态。
3）基于协方差矩阵的系数生成：首先构造一个服从多元正态分布的随机向量B，其数学期望为零，协方差结构由矩阵S确定。随后通过线性变换A=VB将随机向量转换至系数空间，得到的向量A即为满足要求的Zernike多项式展开系数。
在自由空间光通信系统中，基于Zernike多项式构建波前畸变的数学模型，能够精确重构大气湍流对光束传输路径及相位特征的扰动效应。该方法不仅有助于深入分析和解释波前畸变的成因，还能为自适应光学系统提供预补偿量值，其校正残差具有良好的误差可控性。
2.3.2 Zernike多项式进行波前重构
光信号中的相位信息蕴含着介质的多种物理参量特征。在单色相干照明条件下，物体波前可分解为振幅与相位两个维度，采用复振幅表征方法可实现其完整的数学描述。然而，受限于光电探测器的物理特性，相位分量无法直接获取。波前重构技术通过相位恢复算法，建立相位梯度与光强分布的定量映射关系，完成从不可测相位到可记录光强信息的物理量转换，是提升光学成像系统性能的关键技术之一[12]。
由于光学系统的孔径通常为圆形，本文在圆形孔径内进行分析。将波前像差函数展开为系数与Zernike多项式的线性组合[13]，利用Shack-Hartmann波前传感器获取的波前梯度信息建立线性代数方程，通过矩阵运算求解Zernike基函数的系数。具体而言，对波前像差函数分别求x和y的偏导，得到第j个子孔径内x和y方向的波前相位平均斜率和 [13]。利用传感器测量到的波前斜率数据和，可建立如下线性方程：

其中，G为波前斜率向量，F为波前重构矩阵，A为Zernike多项式系数向量。通过求解该线性方程，即可得到Zernike多项式的系数aₖ，从而实现波前重构。
2.3.3 研究进展
研究人员采用Zernike多项式对大气湍流引起的波前畸变进行建模，通过分解和重构湍流波前的不同阶次畸变模式，实现对复杂湍流效应的有效描述与仿真。同时，结合K-L展开、统计特性分析和自适应光学算法，Zernike多项式在高分辨率波前重构、湍流补偿与自适应光学系统设计中发挥了重要作用，显著提升了光学成像质量与信号传输稳定性。
近年来，相关研究取得了显著进展：徐晨露等人[14]在Zernike模式分解的相位重构过程中，首先将波前畸变分解为多阶正交基函数的线性组合，通过量化湍流模式与各阶基函数间的互信息确定其权重分布特征，进而依据互信息排序构建优化后的重构矩阵，实现了高效的波前校正；LAVRINOV V等人[15]采用Zernike多项式逼近波函数，基于Hartmann方法重建被湍流扭曲的光辐射波前，对高强度湍流下的变形进行了分析，并提出了一种减小由高强度湍流相位波动引起的残余重建误差的方法，有效降低了波前重构的均方根残差；WANG Y等人[16]在分析耦合光纤端面特性的基础上，采用桶内功率代替传统的耦合效率作为评价标准，首次推导了自由空间激光通信性能与自适应光学参数（修正的Zernike模数）之间的关系；SONG C等人[17]通过功率谱反演法、Zernike多项式法和低高频组合法分别建立了湍流随机相位屏，推导了激光通过湍流大气传播到反射屏的后向散射增强效果的光强表达式和背向散射增强系数；张赐宝等人[18]利用Zernike多项式作为基底函数，构建了自适应光学系统中对波前传感器残余像差约束的成像光路静态像差检测模型，并完成了对静态像差的离线测量；王涛等人[19]通过建立任意形状区域下Zernike多项式的正交基转换矩阵，结合多方向差分波前信息的加权最小二乘估计方法，构建了具有几何适应性的波前重构数学模型。
[bookmark: _Hlk185585713]2.4 光学图像亚像素边缘检测
主流的像素级边缘检测技术主要包括三类典型方法：插值运算、模型拟合及矩量分析。插值法通过对边缘区域像素进行插值运算来增强边缘特征的识别，该方法计算效率较高，但抗噪性能较弱。拟合法不依赖数值微分运算，具有较好的抗噪能力，但模型结构相对复杂，计算成本较高。目前，在亚像素级边缘检测研究领域，矩量分析方法凭借其综合优势已成为主流，能够在保持计算效率的同时实现抗噪性能的平衡[20]。
在矩方法中，图像矩可用于表征图像函数，描述和识别变形物体与图案的不变特征。在统计学中，矩常用于描述随机变量的分布；若将灰度图像的像素强度视为随机变量，则可直观地利用图像矩进行图像分析。常见的图像矩类型包括几何矩和正交矩。与几何矩相比，正交矩具有逆变换简单、信息冗余度低等优势，而Zernike矩正是一种重要的正交矩。
亚像素检测方法利用Zernike矩的几何特性，首先建立标准阶跃灰度模型，再结合Zernike基函数的旋转不变性构建参数映射矩阵，从而实现图像边缘的亚像素级精确定位。由于Zernike正交基在旋转变换中模量保持恒定，仅相位角发生偏移，因此能够有效降低边缘参数计算的复杂度[21]。
近年来，研究人员借助Zernike矩在亚像素边缘定位中实现了更高精度与稳定性，进一步推动了复杂场景下的高精度图像边缘分析与定位技术的发展。具体研究进展包括：杨兴宇等人[22]针对跟踪雷达的三种常见欺骗干扰，提出一种基于平滑伪魏格纳-维尔分布时频图像的Zernike矩特征识别方法，通过提取Zernike矩特征捕捉图像细节，并构建特征向量进行分类识别；刘悦等人[23]基于Sobel梯度算子进行光斑边缘的初级检测，利用Zernike矩空间模型对初始边缘进行亚像素级修正，结合自适应阈值判定与边缘连续性约束，构建误差补偿机制以实现光斑轮廓的亚像素级表征；杨棉绒等人[24]针对红外图像识别问题，以轻量级梯度提升机算法为基础，提出Zernike特征选取算法，并结合稀疏表示分类方法完成目标类别确认；李英超等人[25]利用Zernike矩对镜面变形后的面形进行边缘检测，通过仿真分析得出激光雷达接收系统优化后焦距与温度之间的线性关系；范沁红等人[20]基于Canny算子实现图像的初始粗定位并保留像素级边缘轮廓，继而构建基于Zernike正交复函数多项式的9×9检测模板，推导出新型边缘检测算子，有效提升了边缘定位精度，最终引入动态自适应Otsu阈值选择机制，实现了亚像素级边缘的精确定位。
2.5 Zernike多项式拟合人眼像差
在理想光学状态下，入射波前经人眼屈光系统调节后，应在视网膜黄斑区形成完美的点状聚焦。然而，实际生物光学系统中普遍存在角膜不规则性、晶状体梯度折射率偏差等解剖学特征，导致出射波前产生非对称畸变，偏离标准球面波的传播规律。
Zernike多项式用于拟合人眼波前像差的核心，在于建立Zernike基函数与波前传感器测得的波前斜率之间的数学关系。通过求解Zernike多项式的系数，即可获得完整的波前像差解析表达式。
在眼科光学中，Zernike多项式被广泛用于描述和分析人眼波前像差。通过测量眼球的波前误差并拟合其Zernike系数，眼科医生能够量化个体的高阶像差分布，进而优化屈光手术方案、实现视力缺陷的个性化矫正，最终提升患者的视觉质量。
近年来，该领域的研究不断深入：FAZEKAS Z 等人[26]为有效抑制角膜地形图测量中的系统性误差，提出了一类新型正交函数体系——有理Zernike函数。该函数通过Blaschke函数参数变换从经典Zernike多项式导出，在保持正交性的同时，具备更优的局部特征解析能力。HU C 等人[27]通过分析不同Zernike像差组合，量化了正向垂直彗差与其它2至5阶Zernike像差项的视觉交互效应。研究发现，当正向垂直彗差Z₃⁻¹ 与 Z₃⁻³、Z₄⁻⁴、Z₅⁻⁵、Z₅⁻³、Z₅⁻¹ 结合使用时，比单独使用Z₃⁻¹能带来更好的视觉图像质量。KHORIN P A等人[28]利用像差仪获取的数据，计算了健康眼角膜前表面、后表面以及近视角膜的Zernike多项式系数的平均值。实验分析表明，改善视觉质量需要重点考虑角膜前表面的三阶或四阶等高阶像差。MECHÓ-GARCÍA M等人[29]通过计算眼内重复性标准差（Sw）、重复性系数（CR）、变异系数（CV）及组内相关系数（ICC）四项指标，系统评估了四阶及以下Zernike系数在调节过程中的可重复性。结果表明，这些阶次的Zernike系数均展现出良好的测量一致性。

3 结束语
本文系统梳理了Zernike多项式在光学领域中的主要应用，涵盖波前像差表征、大气湍流模拟、波前重构及光学图像处理等方面。尽管Zernike多项式具备诸多优势，但随着应用条件日趋严苛与分析过程复杂性不断提高，其在实际应用中也面临若干挑战，主要表现在：
1）在高精度光束传输或聚焦过程中，常出现高次球差、三阶像散等高阶像差。此类高阶像差引起的波前变形通常比低阶像差更为复杂，其影响更难预测与控制。尤其在长距离传输或多轮光学反射、折射场景下，波前畸变往往呈现高度复杂性。虽然Zernike多项式能有效分解低阶像差，但在高阶像差的精确表示与计算方面仍存在困难。
2）在自适应光学与波前传感器的实时反馈控制中，Zernike多项式的计算复杂度可能成为系统瓶颈。随着多项式阶数提高，其计算量呈指数级增长，这给高阶像差的实时分解与校正带来显著挑战。
基于上述问题，结合科学技术发展趋势，本文提出以下值得深入研究的未来方向：
1）应着力提升Zernike多项式对高阶像差及复杂波前畸变的校正能力。可探索结合机器学习与人工智能技术，构建能够实时识别并修正高阶像差的自动化校正系统。同时，面向超高精度激光加工、超高分辨率成像等特定应用场景，开发新型Zernike多项式基函数，以实现更精确的波前重构与像差修正。
2）随着自适应光学技术的持续发展，Zernike多项式在动态波前校正系统中的应用将不断深化。特别是在大气湍流等动态干扰环境下的激光传输系统中，Zernike多项式有望为实时波前畸变校正提供核心支持，保障光束传输质量。为此，可进一步研究将Zernike多项式与高速波前传感器及高效计算算法相结合，实现更快速、更精确的实时波前校正。
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